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1 Einleitung

Der harmonische Oszillator ist ein Phinomen, dass in der Physik an vielen Stellen be-
handelt wird und auch in der Technik von grofer Bedeutung ist. Die zugehorige Theorie
kann auf viele Problemstellungen angewandt werden und ist oftmals die einzige analy-
tisch 16sbare Naherung. Daher ist es von grofser Bedeutung, sowohl die mathematischen
Losungsstrategien seiner verschiedenen Spezialfille zu kennen als auch mit dem Verhalten
schwingender Systeme unter verschiedensten Bedingungen vertraut zu sein.

2 Vorbereitung (zu Hause)

Die folgenden Stichpunkte und theoretischen Uberlegungen sollen in Threm Heft schriftlich
bearbeitet werden. Auferdem sollten Sie in der Lage sein, sie am Versuchstag im Antestat
selbststindig wiederzugeben. Weitere Hinweise zum Vorgehen bei den Herleitungen finden
Sie in Abschnitt 7. Literaturhinweise gibt es in Abschnitt 8.

1. Machen Sie sich mit folgenden Begriffen und Gesetzmaéfbigkeiten vertraut:
e Allgemeine Begriffe: Trigheitsmoment, Amplitude, Schwingungsdauer, Eigen-
frequenz, Fehlerfortpflanzung
e Wirbelstrombremse, Lorentzkraft, Lenz’sche Regel
e Harmonischer Oszillator, Hook’sches Gesetz, freie ungeddmpfte Schwingung,
freie geddmpfte Schwingung, Schwingfall, Kriechfall, aperiodischer Grenzfall
2. Freie ungedédmpfte Schwingung:
e Stellen Sie die Bewegungsgleichung (6) auf und geben Sie ihre physikalische
Interpretation an.

e Losen Sie die Bewegungsgleichung durch komplexen Ansatz.
3. Freie geddmpfte Schwingung:

e Stellen Sie die Bewegungsgleichung (12) auf und geben Sie ihre physikalische
Interpretation an.

e Losen Sie die Bewegungsgleichung durch Exponential-Ansatz. (Fallunterschei-
dung fiir w?/62!)
e Zeichnen Sie fiir alle drei Fille die Graphen fiir ¢(¢) und verdeutlichen Sie an

Threr Zeichnung die Unterschiede zwischen den verschieden Fillen.

e Nach welcher Zeit t ist die Schwingungsamplitude Ae %t auf den Bruchteil e~!

der Anfangsamplitude zuriickgegangen? Wann auf e~*? Wann auf 1/27

e Leiten Sie fiir die Ddmpfung die Beziehung (4) her.



3 Versuchsaufbau und -beschreibung
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Abbildung 1: Foto des Versuchsaufbaus

Der Versuch besteht aus einem Drehpendel mit Wirbelstrombremse, einer regelbaren Strom-
quelle fiir die Ddmpfungsspule und einer Stoppuhr. Zusétzlich ist im Aufbau auch ein Ex-
zentermotor (mit zugehoriger Stromquelle) integriert. Dieser wird aber nur fiir den Versuch
M3b benotigt.

Die Amplitude A wird an der Skala abgelesen, die Schwingungsdauer Ty wird mit der
Stoppuhr gemessen.



4 Benotigte Formeln

4.1 Die freie ungeddmpfte Schwingung

Fiir einen vollig reibungsfreien Versuchsaufbau wiirde sich die Schwingungsdauer des Dreh-
pendels Ty aus der Eigenfrequenz wy (Kreisfrequenz!) des Pendels ergeben. Dabei gilt:

2T
= . 1
wo T (1)

4.2 Die freie geddmpfte Schwingung
In der Realitdt hat man es aber nie mit einem voéllig ungedampften System zu tun (auch
nicht, wenn die Dampfungsspule noch ausgeschaltet ist). Die resultierende Schwingungs-

dauer Ty des geddmpften Pendels ergibt sich aus der zugehorigen Kreisfrequenz wy, welche
mit der Kreisfrequenz des ungeddampften Pendels und der Ddmpfung ¢ wie folgt zusam-

menhéingt:
wJQc = wi-4?, (2)
27
T, = =~ . 3
f o (3)

Die Dampfung kann man aus der Schwingungsdauer des geddmpften Pendels und der
Anzahl n. der Schwingungen nach denen die Amplitude sich um den Faktor e~! verringert
hat berechnen:

1
= . 4
5y (4)
Im sogenannten aperiodischen Grenzfall gilt:
wy = 0. (5)

Hinweise zur Herleitung finden sich in Abschnitt 7 dieser Anleitung.



5 Durchfiihrung (im Praktikum)
Bitte fiihren Sie die nachfolgenden Punkte nacheinander durch:

1. Eingewdhnung
Spielen Sie mit der Versuchsanordnung, wobei Sie sich mit der Beobachtungstechnik
vertraut machen und Fehlerquellen erkennen sollten. Zeichnen Sie eine Versuchs-
skizze inklusive des Schaltbildes in Thr Protokollheft. Uberpriifen Sie zunichst die
Nullstellung der Winkelskala. Die Nullstellung kann durch worsichtiges Drehen des
Exzentermotors erreicht werden.

2. Messung
Die folgenden Messungen miissen fiir sechs verschiedene Dampfungsstromstérken j
durchgefiihrt werden. Beginnen Sie mit j = 0 A und wihlen Sie dann fiinf weitere
Stomstéarken mit 0,3 A <45 <0,75 A.

(a) Bestimmen Sie die Schwingungsdauer T
Regen Sie zunichst eine Schwingung mit moglichst grofer Anfangsamplitude
an: A > 18 Skalenteile (Skt). Messen Sie dann mit der Stoppuhr die Zeit fiir
maximal 20 Schwingungen oder bis die Amplitude auf ca. 0.4 Skt abgeklungen
ist.

(b) Bestimmung Sie die Dimpfung 0
Regen Sie zunéchst wieder eine Schwingung mit mdglichst grofer Anfangs-
amplitude an. Messen Sie den Maximalausschlag nach jeder vollen Periode und
zwar bis die Schwingung auf ca. 0.4—0.6 Skt abgeklungen ist bzw. - bei geringen
Déampfungen - maximal fiir 25 Perioden. Ein Partner fiihrt die Messung durch
und diktiert die abgelesenen Werte, der andere protokolliert diese. Schétzen Sie
den Ablesefehler.



6 Auswertung und Diskussion (im Praktikum / zu Hause)

Bitte fithren Sie zu jedem Wert eine Fehlerrechnung durch. Geben Sie alle verwendeten
Formeln an und erldutern Sie kurz, was Sie tun und warum. Zeichnen Sie Ihre Diagram-
me auf Millimeterpapier und beschriften Sie sie vollstindig (zu welcher Aufgabe gehort
das Diagramm?, was ist auf den Achsen aufgetragen?). Die korrekte Form zur Angabe
von Ergebnissen, sowie Hinweise zur Fehlerrechnung entnehmen Sie bitte der Allgemeinen
Praktikumsanleitung.

1.

Bestimmen Sie fiir alle sechs Stromstérken die Frequenzen wy.
Berechnen Sie dazu zunichst aus den gemessenen Zeiten fiir n Schwingungen die
Schwingungsdauer 7.

. Ermitteln Sie fiir alle sechs Stromstirken die Didmpfungskonstanten §.

Tragen Sie dazu in sechs Diagrammen In A gegen n auf und ermitteln Sie daraus
jeweils den Wert fiir n., indem Sie durch graphische Geradenanpassung die Steigun-
gen der Geraden bestimmen. Aus dem negativen Kehrwert der Steigung erhalten Sie
dann n.. Bitte erldutern Sie, warum das so ist - d.h., wie die Abnahme der Am-
plitude mit der Zeit mit der logarithmischen Auftragung der Amplitude gegen die
Schwingungsanzahl zusammenhéngt. Berechnen Sie danach die Dampfungskonstan-
ten geméfs Gleichung (4).

2

. Uberpriifen Sie in einem Diagramm den Zusammenhang wy = \/wi — 02.

Tragen Sie dazu w? gegen 62 auf. Fiihren Sie eine graphische Geradenanpassung
durch. Die Steigung der Geraden dient dazu, den gennanten Zusammenhang zu
iiberpriifen, aus dem Achsenabschnitt bestimmen Sie die Eigenfrequenz wg des unge-
déampften Systems.

. Stellen Sie in einem Diagramm den Zusammenhang zwischen der Dimp-

fungskonstanten § und dem Spulenstrom j dar.
Tragen Sie dazu § gegen j2 auf. Fiihren Sie auch hier eine graphische Geradenanpas-
sung durch.

Welcher Spulenstrom muss eingestellt werden, damit der aperiodische
Grenzfall eintritt?

Ermitteln Sie diesen Wert mithilfe der Geradengleichungen zu den Diagrammen
wj% (52) und 9 (jz).

. Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse.

Entsprechen die Verldufe der Diagramme Ihren Erwartungen? Konnten Sie den Zu-
sammenhang wy = \/wi — 02 bestéitigen? Liegt der Didmpfungsstrom, bei dem der
aperiodische Grenzfall eintreten soll in einem realistischen Bereich? Welche Fehler-
quellen gibt es in diesem Versuch?



7 Anhang: Hinweise zur Herleitung der Formeln

7.1 Die freie ungedimpfte Schwingung

Die Bewegungsgleichung einer freien ungeddmpften harmonischen Schwingung lautet:

I(t) = —De(t) (6)
t = Zeit
¢ = Winkelausschlag des Drehpendels
I = TTrigheitsmoment
D = Richtkonstante der riicktreibenden Spiralfeder

Hierbei handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung (DGL) 2. Grades.
Die allgemeine Losung dieser DGL erhélt man durch Linearkombination zweier linear un-
abhéngiger Funktionen des fundamentalen Losungssystems. Dabei muss die Losung der
Bewegungsgleichung ¢(t) so beschaffen sein, dass sie bis auf konstante Faktoren mit ihrer
zweiten Ableitung (¢(¢) tibereinstimmt. Diese Bedingung wird sowohl von Kreisfunktionen
als auch von der Exponentialfunktion erfiillt und motiviert den komplexen Ansatz:

(t) = ae™0" . (7)
Einsetzen in die Bewegungsgleichung (6) liefert:
—Iwge(t) + Do(t) =0,

wobei offensichtlich gilt:

D
Besitzt wy einen dieser Werte, so stellt die durch (7) gegebene Funktion, bei beliebiger
Wahl der Konstanten a, eine spezielle Losung der Bewegungsgleichung dar. Die allgemeine
Losung erhilt man durch Linearkombination der beiden Losungen zu wy:

o(t) = ae™ot 4 pe~iwot 9)

mit a,b € C. Dabei ist zu bedenken, dass physikalisch natiirlich nur rein reelle Losungen
Sinn machen. Sobald man Anfangsbedingungen fiir das schwingende System vorgibt resul-
tieren haufig schon Konstanten a und b, die ¢(t) rein reell werden lassen, falls nicht wéhlt
man nur den Realteil der erheltenen Losung. Die allgemeine (d.h. fiir beliebige Anfangsbe-
dingungen) physikalische Losung der Bewegungsgleichung erhilt man unter Verwendung
der Euler-Beziehung e = cosx + isinx als:

p(t) = Relo(t)]

= Re[(a+b)cos(wot) + (a — b)isin(wpt)]
= Acos(wot) + Bsin(wot) . (10)



Wie man sieht, handelt es sich bei (10) um eine periodische Bewegung mit der Kreisfrequenz
wo-

Wiéhlt man nun die speziellen Anfangsbedingungen ¢(0) = A und ¢(0) = 0, so erhélt man
die Losung:

o(t) = Acos(wot) , (11)
A = Anfangsamplitude ,
2
Ty = il (Schwingungsdauer) .
wo

Die Grofe wo wird auch als Figenfrequenz des ungeddmpften harmonischen Oszillators
bezeichnet.
7.2 Die freie geddmpfte Schwingung

Im Fall der freien geddmpften Schwingung lautet die Bewegungsgleichung:

I§(t) = —=Dop(t) — ko(t) - (12)

Hierbei ist k£ die Reibungskonstante und im vorliegenden Fall hauptséchlich abhéngig vom
Spulenstrom j. Die Reibung wird durch Wirbelstrome erzeugt, wenn sich der Kupferring
im Magnetfeld der Gleichstromspule bewegt. Weitere Effekte wie Luftreibung etc. tragen
nur geringfiigig zur Gesamtreibung bei.

Die Bewegungsgleichung ist wieder eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Grades
fiir ¢(t). Um sie zu 16sen wéhlt man den sogenannten Exponentialansatz:

o(t) =a-e (13)
mit A € R, A € C. Einsetzen in die Bewegungsgleichung (12) fiithrt zu:
0 = Ip+ko+ Do (14)
= N = —6:|:in s (15)
wobei gilt:
b = L (Dampfung)
= o7 mpfung) ,
D
wy = 7 )
wr = yJwi—82, (16)



Offenbar sind die folgenden drei Félle zu unterscheiden:
e wi—62>0 Schwingfall
° wg —02=0  Aperiodischer Grenzfall
e wi—0%2<0 Kriechfall

Sie fithren zu qualitativ unterschiedlichen Losungen fiir ¢(t), auf die wir im Folgenden kurz
eingehen wollen. Wie schon fiir den ungeddmpften harmonischen Oszillator erhdlt man fiir
jeden Fall zwei Losungen fiir A. Um die Allgemeine Losung der Bewegungsgleichug zu fin-
den muss man fiir jeden Fall die beiden Losungen fwy linearkombinieren.

7.2.1 Schwingfall

Hier gilt w? — 62 > 0, also ist wy eine reelle Zahl. Als Losung fiir die Bewegungsgleichung

erhélt man: ‘ ‘
s0(75) —q- e—étezwft +b- e—éte—zwft 7 (17)

Fiir die Anfangsbedingungen ¢(0) = A und ¢(0) = —d A ergibt sich damit die Losung (vgl.
Abb. 2):
o(t) = Ae™% cos (wyt) . (18)

Ty = i—’r ist die Schwingungsdauer der freien geddmpften Schwingung. Die cos-Funktion
beschreibt die Oszillation, die e-Funktion das Abklingen und das schliefsliche Verloschen
der Amplitude. Man wundert sich hier vielleicht iiber die Wahl der Anfangsbedingungen.
Intuitiver wére sicherlich die Annahme, dass das Pendel ausgelenkt und losgelassen wird,
also keine Anfangsgeschwindigkeit hat. Im Gegensatz zur ungedédmften Schwingung wiir-
den solche Anfangsbedingungen hier aber nicht zu einer Kosinusférmigen Bewegung fithren,
sondern man erhielte auch einen geringen Sinusbeitrag. Um den Rechenaufwand geringer
zu halten empfiehlt es sich bei der geddmpften Schwingung, den Zeitpunkt ¢ = 0 so zu wih-
len, dass nur der Kosinusterm iibrig bleibt. Das bedeutet, man wahlt den Zeitpunkt als
Anfang, an dem die Kurve der geddmpften Schwingung die einhiillende Exponentialfunk-
tion beriihrt. Dies geschieht, wie man an Abbildung 2 sehen kann, nicht im Umkehrpunkt
des Pendels, sondern ein bischen rechts davon. Es muss also eine Anfangsgeschwindigkeit
angenommen werden.

Im Versuch soll hauptséchlich der Schwingfall untersucht werden.

Man kann zeigen, dass fiir die Ddmpfung gilt:

1

§ =
neTf

(19)

Bei der Gréfse n. handelt es sich um die Anzahl der Schwingungen, nach denen die Ampli-
tude von A auf A/e abgenommen hat.
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Abbildung 2: Abnahme der Amplitude mit der Zeit im Schwingfall

7.2.2 Aperiodischer Grenzfall

Hier gilt wy = 0. Um zwei linear unabhéngige Losungen zu erhalten muss man daher die
Methode Variation der Konstanten wéahlen, d.h.

o(t) = a(t) - e 0. (20)

Fiir a(t) ergeben sich die Losungen a = const oder a = const - t. Als Losung fiir die
Bewegungsgleichung erhilt man damit:

o(t) = (a+bt)-e™% . (21)
Fiir die Anfangsbedingungen ¢(0) = A und ¢(0) = 0 ergibt sich damit die Losung:

o(t) = A(1+6t)-e o, (22)
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7.2.3 Kriechfall

Hier gilt w3 — 6% < 0, also ist wy eine rein komplexe Zahl, i - w; = /62 — w3 dagegen ist
reell. Als Losung fiir die Bewegungsgleichung erh&lt man:

(p(t) —a- 6(76+iwf)t +b- 6(767iwf)t ) (23)

Fiir die Anfangsbedingungen ¢(0) = A und $(0) = 0 ergibt sich damit die Losung:

o(t) = Ae™ (cosh (iwgt) + i sinh (z’wﬁ)) : (24)

ZCUf

Abbildung 3 zeigt einen Vergleich aller drei Fille.
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Abbildung 3: Verhalten des gleichen harmonischen Oszillators fiir unterschiedliche Damp-
fungen: rot: Schwingfall, schwarz: Aperiodischer Grenzfall, blau: Kriechfall
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9 Sicherheitshinweise

Dieser Versuchsaufbau enthélt zwei Netzteile, es gelten also die {iblichen Verhaltensregeln
fiir den Umgang mit Strom.

Informieren Sie bei Defekten an Bestandteilen des Aufbaus Ihren Betreuer und versuchen
Sie nicht selbst Teile zu demontieren.
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