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1 EinleitungDer harmonishe Oszillator ist ein Phänomen, dass in der Physik an vielen Stellen be-handelt wird und auh in der Tehnik von groÿer Bedeutung ist. Die zugehörige Theoriekann auf viele Problemstellungen angewandt werden und ist oftmals die einzige analy-tish lösbare Näherung. Daher ist es von groÿer Bedeutung, sowohl die mathematishenLösungsstrategien seiner vershiedenen Spezialfälle zu kennen als auh mit dem Verhaltenshwingender Systeme unter vershiedensten Bedingungen vertraut zu sein.2 Vorbereitung (zu Hause)Die folgenden Stihpunkte und theoretishen Überlegungen sollen in Ihrem Heft shriftlihbearbeitet werden. Auÿerdem sollten Sie in der Lage sein, sie am Versuhstag im Antestatselbstständig wiederzugeben. Weitere Hinweise zum Vorgehen bei den Herleitungen �ndenSie in Abshnitt 7. Literaturhinweise gibt es in Abshnitt 8.1. Mahen Sie sih mit folgenden Begri�en und Gesetzmäÿigkeiten vertraut:
• Allgemeine Begri�e: Trägheitsmoment, Amplitude, Shwingungsdauer, Eigen-frequenz, Fehlerfortp�anzung
• Wirbelstrombremse, Lorentzkraft, Lenz'she Regel
• Harmonisher Oszillator, Hook'shes Gesetz, freie ungedämpfte Shwingung,freie gedämpfte Shwingung, Shwingfall, Kriehfall, aperiodisher Grenzfall2. Freie ungedämpfte Shwingung:
• Stellen Sie die Bewegungsgleihung (6) auf und geben Sie ihre physikalisheInterpretation an.
• Lösen Sie die Bewegungsgleihung durh komplexen Ansatz.3. Freie gedämpfte Shwingung:
• Stellen Sie die Bewegungsgleihung (12) auf und geben Sie ihre physikalisheInterpretation an.
• Lösen Sie die Bewegungsgleihung durh Exponential-Ansatz. (Falluntershei-dung für ω2/δ2!)
• Zeihnen Sie für alle drei Fälle die Graphen für ϕ(t) und verdeutlihen Sie anIhrer Zeihnung die Untershiede zwishen den vershieden Fällen.
• Nah welher Zeit t ist die Shwingungsamplitude Ae−δt auf den Bruhteil e−1der Anfangsamplitude zurükgegangen? Wann auf e−4? Wann auf 1/2?
• Leiten Sie für die Dämpfung die Beziehung (4) her.
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3 Versuhsaufbau und -beshreibung

Abbildung 1: Foto des VersuhsaufbausDer Versuh besteht aus einem Drehpendel mit Wirbelstrombremse, einer regelbaren Strom-quelle für die Dämpfungsspule und einer Stoppuhr. Zusätzlih ist im Aufbau auh ein Ex-zentermotor (mit zugehöriger Stromquelle) integriert. Dieser wird aber nur für den VersuhM3b benötigt.Die Amplitude A wird an der Skala abgelesen, die Shwingungsdauer Tf wird mit derStoppuhr gemessen.
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4 Benötigte Formeln4.1 Die freie ungedämpfte ShwingungFür einen völlig reibungsfreien Versuhsaufbau würde sih die Shwingungsdauer des Dreh-pendels T0 aus der Eigenfrequenz ω0 (Kreisfrequenz!) des Pendels ergeben. Dabei gilt:
ω0 =

2π

T0

. (1)4.2 Die freie gedämpfte ShwingungIn der Realität hat man es aber nie mit einem völlig ungedämpften System zu tun (auhniht, wenn die Dämpfungsspule noh ausgeshaltet ist). Die resultierende Shwingungs-dauer Tf des gedämpften Pendels ergibt sih aus der zugehörigen Kreisfrequenz ωf , welhemit der Kreisfrequenz des ungedämpften Pendels und der Dämpfung δ wie folgt zusam-menhängt:
ω2

f = ω2
0 − δ2 , (2)

Tf =
2π

ωf

. (3)Die Dämpfung kann man aus der Shwingungsdauer des gedämpften Pendels und derAnzahl ne der Shwingungen nah denen die Amplitude sih um den Faktor e−1 verringerthat berehnen:
δ =

1

neTf

. (4)Im sogenannten aperiodishen Grenzfall gilt:
ω0 = δ . (5)Hinweise zur Herleitung �nden sih in Abshnitt 7 dieser Anleitung.
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5 Durhführung (im Praktikum)Bitte führen Sie die nahfolgenden Punkte naheinander durh:1. EingewöhnungSpielen Sie mit der Versuhsanordnung, wobei Sie sih mit der Beobahtungstehnikvertraut mahen und Fehlerquellen erkennen sollten. Zeihnen Sie eine Versuhs-skizze inklusive des Shaltbildes in Ihr Protokollheft. Überprüfen Sie zunähst dieNullstellung der Winkelskala. Die Nullstellung kann durh vorsihtiges Drehen desExzentermotors erreiht werden.2. MessungDie folgenden Messungen müssen für sehs vershiedene Dämpfungsstromstärken jdurhgeführt werden. Beginnen Sie mit j = 0 A und wählen Sie dann fünf weitereStomstärken mit 0, 3 A ≤ j ≤ 0, 75 A.(a) Bestimmen Sie die Shwingungsdauer TfRegen Sie zunähst eine Shwingung mit möglihst groÿer Anfangsamplitudean: A > 18 Skalenteile (Skt). Messen Sie dann mit der Stoppuhr die Zeit fürmaximal 20 Shwingungen oder bis die Amplitude auf a. 0.4 Skt abgeklungenist.(b) Bestimmung Sie die Dämpfung δRegen Sie zunähst wieder eine Shwingung mit möglihst groÿer Anfangs-amplitude an. Messen Sie den Maximalausshlag nah jeder vollen Periode undzwar bis die Shwingung auf a. 0.4−0.6 Skt abgeklungen ist bzw. - bei geringenDämpfungen - maximal für 25 Perioden. Ein Partner führt die Messung durhund diktiert die abgelesenen Werte, der andere protokolliert diese. Shätzen Sieden Ablesefehler.
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6 Auswertung und Diskussion (im Praktikum / zu Hause)Bitte führen Sie zu jedem Wert eine Fehlerrehnung durh. Geben Sie alle verwendetenFormeln an und erläutern Sie kurz, was Sie tun und warum. Zeihnen Sie Ihre Diagram-me auf Millimeterpapier und beshriften Sie sie vollständig (zu welher Aufgabe gehörtdas Diagramm?, was ist auf den Ahsen aufgetragen?). Die korrekte Form zur Angabevon Ergebnissen, sowie Hinweise zur Fehlerrehnung entnehmen Sie bitte der AllgemeinenPraktikumsanleitung.1. Bestimmen Sie für alle sehs Stromstärken die Frequenzen ωf .Berehnen Sie dazu zunähst aus den gemessenen Zeiten für n Shwingungen dieShwingungsdauer Tf .2. Ermitteln Sie für alle sehs Stromstärken die Dämpfungskonstanten δ.Tragen Sie dazu in sehs Diagrammen lnA gegen n auf und ermitteln Sie darausjeweils den Wert für ne, indem Sie durh graphishe Geradenanpassung die Steigun-gen der Geraden bestimmen. Aus dem negativen Kehrwert der Steigung erhalten Siedann ne. Bitte erläutern Sie, warum das so ist - d.h., wie die Abnahme der Am-plitude mit der Zeit mit der logarithmishen Auftragung der Amplitude gegen dieShwingungsanzahl zusammenhängt. Berehnen Sie danah die Dämpfungskonstan-ten gemäÿ Gleihung (4).3. Überprüfen Sie in einem Diagramm den Zusammenhang ωf =
√

ω2
0
− δ2.Tragen Sie dazu ω2

f gegen δ2 auf. Führen Sie eine graphishe Geradenanpassungdurh. Die Steigung der Geraden dient dazu, den gennanten Zusammenhang zuüberprüfen, aus dem Ahsenabshnitt bestimmen Sie die Eigenfrequenz ω0 des unge-dämpften Systems.4. Stellen Sie in einem Diagramm den Zusammenhang zwishen der Dämp-fungskonstanten δ und dem Spulenstrom j dar.Tragen Sie dazu δ gegen j2 auf. Führen Sie auh hier eine graphishe Geradenanpas-sung durh.5. Welher Spulenstrom muss eingestellt werden, damit der aperiodisheGrenzfall eintritt?Ermitteln Sie diesen Wert mithilfe der Geradengleihungen zu den Diagrammen
ω2

f

(

δ2
) und δ

(

j2
).6. Diskutieren Sie Ihre Ergebnisse.Entsprehen die Verläufe der Diagramme Ihren Erwartungen? Konnten Sie den Zu-sammenhang ωf =

√

ω2
0
− δ2 bestätigen? Liegt der Dämpfungsstrom, bei dem deraperiodishe Grenzfall eintreten soll in einem realistishen Bereih? Welhe Fehler-quellen gibt es in diesem Versuh?
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7 Anhang: Hinweise zur Herleitung der Formeln7.1 Die freie ungedämpfte ShwingungDie Bewegungsgleihung einer freien ungedämpften harmonishen Shwingung lautet:
Iϕ̈(t) = −Dϕ(t) , (6)t = Zeit

ϕ = Winkelausshlag des DrehpendelsI = TrägheitsmomentD = Rihtkonstante der rüktreibenden SpiralfederHierbei handelt es sih um eine homogene lineare Di�erentialgleihung (DGL) 2. Grades.Die allgemeine Lösung dieser DGL erhält man durh Linearkombination zweier linear un-abhängiger Funktionen des fundamentalen Lösungssystems. Dabei muss die Lösung derBewegungsgleihung ϕ(t) so besha�en sein, dass sie bis auf konstante Faktoren mit ihrerzweiten Ableitung ϕ̈(t) übereinstimmt. Diese Bedingung wird sowohl von Kreisfunktionenals auh von der Exponentialfunktion erfüllt und motiviert den komplexen Ansatz:
φ(t) = aeiω0t . (7)Einsetzen in die Bewegungsgleihung (6) liefert:

−Iω2
0φ(t) + Dφ(t) = 0 ,wobei o�ensihtlih gilt:
ω0 = ±

√

D

I
. (8)Besitzt ω0 einen dieser Werte, so stellt die durh (7) gegebene Funktion, bei beliebigerWahl der Konstanten a, eine spezielle Lösung der Bewegungsgleihung dar. Die allgemeineLösung erhält man durh Linearkombination der beiden Lösungen zu ω0:

φ(t) = aeiω0t + be−iω0t . (9)mit a, b ∈ C. Dabei ist zu bedenken, dass physikalish natürlih nur rein reelle LösungenSinn mahen. Sobald man Anfangsbedingungen für das shwingende System vorgibt resul-tieren häu�g shon Konstanten a und b, die φ(t) rein reell werden lassen, falls niht wähltman nur den Realteil der erheltenen Lösung. Die allgemeine (d.h. für beliebige Anfangsbe-dingungen) physikalishe Lösung der Bewegungsgleihung erhält man unter Verwendungder Euler-Beziehung eix = cos x + i sinx als:
ϕ(t) = Re [φ(t)]

= Re [(a + b) cos(ω0t) + (a − b)i sin(ω0t)]

= A cos(ω0t) + B sin(ω0t) . (10)7



Wie man sieht, handelt es sih bei (10) um eine periodishe Bewegung mit der Kreisfrequenz
ω0.Wählt man nun die speziellen Anfangsbedingungen ϕ(0) = A und ϕ̇(0) = 0, so erhält mandie Lösung:

ϕ(t) = A cos(ω0t) , (11)
A = Anfangsamplitude ,

T0 =
2π

ω0

(Shwingungsdauer) .Die Gröÿe ω0 wird auh als Eigenfrequenz des ungedämpften harmonishen Oszillatorsbezeihnet.7.2 Die freie gedämpfte ShwingungIm Fall der freien gedämpften Shwingung lautet die Bewegungsgleihung:
Iϕ̈(t) = −Dϕ(t) − kϕ̇(t) . (12)Hierbei ist k die Reibungskonstante und im vorliegenden Fall hauptsählih abhängig vomSpulenstrom j. Die Reibung wird durh Wirbelströme erzeugt, wenn sih der Kupferringim Magnetfeld der Gleihstromspule bewegt. Weitere E�ekte wie Luftreibung et. tragennur geringfügig zur Gesamtreibung bei.Die Bewegungsgleihung ist wieder eine homogene lineare Di�erentialgleihung 2. Gradesfür ϕ(t). Um sie zu lösen wählt man den sogenannten Exponentialansatz:

φ(t) = a · eλt , (13)mit A ∈ R, λ ∈ C. Einsetzen in die Bewegungsgleihung (12) führt zu:
0 = Iφ̈ + kφ̇ + Dφ (14)

⇒ λ = −δ ± iωf , (15)wobei gilt:
δ =

k

2I
(Dämpfung) ,

ω0 =

√

D

I
,

ωf =
√

ω2
0
− δ2 , (16)
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O�enbar sind die folgenden drei Fälle zu untersheiden:
• ω2

0 − δ2 > 0 Shwingfall
• ω2

0 − δ2 = 0 Aperiodisher Grenzfall
• ω2

0 − δ2 < 0 KriehfallSie führen zu qualitativ untershiedlihen Lösungen für φ(t), auf die wir im Folgenden kurzeingehen wollen. Wie shon für den ungedämpften harmonishen Oszillator erhält man fürjeden Fall zwei Lösungen für λ. Um die Allgemeine Lösung der Bewegungsgleihug zu �n-den muss man für jeden Fall die beiden Lösungen ±ωf linearkombinieren.7.2.1 ShwingfallHier gilt ω2
0 − δ2 > 0, also ist ωf eine reelle Zahl. Als Lösung für die Bewegungsgleihungerhält man:

ϕ(t) = a · e−δteiωf t + b · e−δte−iωf t , (17)Für die Anfangsbedingungen ϕ(0) = A und ϕ̇(0) = −δA ergibt sih damit die Lösung (vgl.Abb. 2):
ϕ(t) = Ae−δt cos (ωf t) . (18)

Tf = 2π
ωf

ist die Shwingungsdauer der freien gedämpften Shwingung. Die cos-Funktionbeshreibt die Oszillation, die e-Funktion das Abklingen und das shlieÿlihe Verlöshender Amplitude. Man wundert sih hier vielleiht über die Wahl der Anfangsbedingungen.Intuitiver wäre siherlih die Annahme, dass das Pendel ausgelenkt und losgelassen wird,also keine Anfangsgeshwindigkeit hat. Im Gegensatz zur ungedämften Shwingung wür-den solhe Anfangsbedingungen hier aber niht zu einer Kosinusförmigen Bewegung führen,sondern man erhielte auh einen geringen Sinusbeitrag. Um den Rehenaufwand geringerzu halten emp�ehlt es sih bei der gedämpften Shwingung, den Zeitpunkt t = 0 so zu wäh-len, dass nur der Kosinusterm übrig bleibt. Das bedeutet, man wählt den Zeitpunkt alsAnfang, an dem die Kurve der gedämpften Shwingung die einhüllende Exponentialfunk-tion berührt. Dies geshieht, wie man an Abbildung 2 sehen kann, niht im Umkehrpunktdes Pendels, sondern ein bishen rehts davon. Es muss also eine Anfangsgeshwindigkeitangenommen werden.Im Versuh soll hauptsählih der Shwingfall untersuht werden.Man kann zeigen, dass für die Dämpfung gilt:
δ =

1

neTf

(19)Bei der Gröÿe ne handelt es sih um die Anzahl der Shwingungen, nah denen die Ampli-tude von A auf A/e abgenommen hat. 9
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Abbildung 2: Abnahme der Amplitude mit der Zeit im Shwingfall7.2.2 Aperiodisher GrenzfallHier gilt ωf = 0. Um zwei linear unabhängige Lösungen zu erhalten muss man daher dieMethode Variation der Konstanten wählen, d.h.
φ(t) = a(t) · e−δt . (20)Für a(t) ergeben sih die Lösungen a = const oder a = const · t. Als Lösung für dieBewegungsgleihung erhält man damit:

ϕ(t) = (a + bt) · e−δt . (21)Für die Anfangsbedingungen ϕ(0) = A und ϕ̇(0) = 0 ergibt sih damit die Lösung:
ϕ(t) = A (1 + δt) · e−δt . (22)
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7.2.3 KriehfallHier gilt ω2
0 − δ2 < 0, also ist ωf eine rein komplexe Zahl, i · ωf =

√

δ2 − ω2
0
dagegen istreell. Als Lösung für die Bewegungsgleihung erhält man:

ϕ(t) = a · e(−δ+iωf)t + b · e(−δ−iωf)t . (23)Für die Anfangsbedingungen ϕ(0) = A und ϕ̇(0) = 0 ergibt sih damit die Lösung:
ϕ(t) = Ae−δt

(

cosh (iωf t) +
δ

iωf

sinh (iωf t)

)

. (24)Abbildung 3 zeigt einen Vergleih aller drei Fälle.
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Abbildung 3: Verhalten des gleihen harmonishen Oszillators für untershiedlihe Dämp-fungen: rot: Shwingfall, shwarz: Aperiodisher Grenzfall, blau: Kriehfall11
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9 SiherheitshinweiseDieser Versuhsaufbau enthält zwei Netzteile, es gelten also die üblihen Verhaltensregelnfür den Umgang mit Strom.Informieren Sie bei Defekten an Bestandteilen des Aufbaus Ihren Betreuer und versuhenSie niht selbst Teile zu demontieren.
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